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Travail financé par le CELAR
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Introduction

Soit

xa(t) =
∑

n∈Z
s(n)ha(t− nTs) + ba(t)

– (s(n))n∈Z suite des symboles iid et circulaire.
– Ts période symbole à estimer.
– ha(t) filtre de mise en forme + effets du canal de propagation.
– ba(t) bruit gaussien de variance σ2.

Les multiples entiers de 1
Ts

sont les fréquences cycliques du signal xa(t).

On suppose que la bande de xa(t) ⊂
]
− 1

Ts
, 1

Ts

[
=⇒ une seule fréquence cyclique 1

Ts

Soit x(k) = xa(kTe) avec Te ≤ Ts

4

=⇒ Le cyclo-spectre à α0 = Te

Ts
de x(k) cöıncide avec le cyclo-spectre xa(t) à 1

Ts
.

L. Mazet, Ph. Loubaton 1/13



Estimation de la période symbole d’un signal modulé linéairement basé sur des cyclo-corrélations

Méthode basée sur les cyclo-corrélations

x(k) signal cyclo-stationnaire ⇒ R(n, τ) = E
[
x(n + τ)x(n)

]
dépend de n.

R(n, τ) = R(0)(τ) + R(α0)(τ)e2iπα0n + R(−α0)(τ)e−2iπα0n

avec R(α)(τ) cyclo-corrélation de fréquence α et de retard τ

α0 = arg max
α∈I

∑
τ

∣∣∣R(α)
τ

∣∣∣ avec I intervalle de recherche

Estimateur de R
(α)
τ

R̂
(α)
T (τ) =

1
T

T−1∑
n=0

x(n + τ)x(n)e−2πiαn

avec T représentant le nombre d’échantillons.

∀τ, ∀α /∈ {0, α0,−α0} lim
T→∞

R̂
(α)
T (τ) = 0
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Etude théorique

Comparaison de R
(α0)
T (τ) avec R

(α)
T (τ) pour α 6= α0.

RT (α) = E

[
N∑

τ=0

|R̂(α)
T (τ)|2

]
=

N∑
τ=0

E
[
|R̂(α)

T (τ)|2
]

Soit
– R(α) = [R(α)

0 . . . R
(α)
N ]T

– R̂(α)
T = [R̂(α)

0 . . . R̂
(α)
N ]T

RT (α) = E
[
‖R̂(α)

T ‖2
]

= Trace
{
E

[
R̂(α)

T (R̂(α)
T )?

]}
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Performances théoriques

D’autre part ∀α 6= α0 T R̂(α)
T

L−→ N (0,Γ(α))

Pour T suffisamment grand on a alors :

RT (α) ∼ 1
T

lim
T ′→∞

T ′Trace
{
E

[
R̂(α)

T ′ (R̂(α)
T ′ )?

]}
=

Trace{Γ(α)}
T

Par ailleurs,
√

T
(
R̂(α0)

T −R(α0)
) L−→ N (0,Γ(α0))

D’où √
T

(
‖R̂(α0)

T ‖2 − ‖R(α0)‖2
) L−→ N (0, Γ′)

Γ′ =
[

R(α0)? R(α0)T

]

 Γ(α0) Γc(α0)

Γc(α0) Γ(α0)





 R(α0)

R(α0)




où Γc(α0) est la covariance asymptotique circulaire de R̂T (α0).
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Courbes Théoriques Courbes expérimentales
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α0 = 1
4 , 1000 symboles, 20 corrélations, 60 dB de bruit et I =

]
1
8

3
8

[

Roff-off 0.2 0.5 0.7

Performance (en %) 00.000 29.463 99.994

Performance sur 100000 expériences
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Méthode basée sur les cyclo-corrélations normalisées

R̂(α)
T dépend trop de α

Travaux de Dandawaté et Gianakis =⇒ Normalisation de R̂(α)
T par Γ(α)

Estimateur normalisé

Ŝ(α)
T = Γ(α)−

1
2 R̂(α)

T

R̂(α)
T est asymptotiquement circulaire si α 6= 0, α0

2 , α0

=⇒ α 6= 0, α0
2 , α0

√
TS(α)

T
L−→ N (0, IN+1)

D’où
∀α 6= 0,

α0

2
, α0 T

∥∥∥Ŝ(α)
T

∥∥∥
2 L−→ χ2(2N + 2)

On a alors :

E
[∥∥∥Ŝ(α)

T

∥∥∥
2
]

= N+1
T
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Estimateur normalisé (2)

Pour α = α0 on a par contre :√
T

(
R̂(α0)

T −R(α0)
) L−→ N (0, Γ(α0))

D’où
√

T Ŝ(α0)
T

L−→ N
(
S(α0), IN+1

)

Avec S(α0) = Γ−
1
2 (α0)R(α0)

On a donc

√
T

(∥∥∥Ŝ(α0)
T

∥∥∥
2

−
∥∥∥S(α0)

∥∥∥
2
)

L−→ N

0,

[
S(α0)? S(α0)T

]
ζ


 S(α0)

S(α0)







avec ζ =


 IN+1 Γ− 1

2 (α0)Γc(α0)Γ−
1
2 (α0)?

Γ− 1
2 (α0)Γc(α0)Γ−

1
2 (α0)T IN+1



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Courbe théorique de Ŝ(α)
T

–
∥∥S(α0)

∥∥2
entouré par un intervalle de confiance correspondant à 3 fois sa variance.

– Moyenne
N + 1

T
de

∥∥∥Ŝ(α)
T

∥∥∥
2

pour α 6= α0.
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=⇒
∥∥∥Ŝ(α)

T

∥∥∥
2

semble exploitable.

� ∥∥∥Ŝ(α)
T

∥∥∥
2

dépend de α0
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Estimation de Γ(α)

x(n) est de bande limitée =⇒

Pour α > α0r, [Γ(α)](τ1,τ2)
'

∫ 1
2

− 1
2

S(0)(e2iπf )S(0)(e2iπ(f−α))e2iπ(τ1−τ2)fdf

=
+∞∑

u=−∞
R

(0)
u+τ1−τ2

R
(0)
u e2iπuα

On choisit comme intervalle de recherche I =
]
1
8

3
8

[
.

Estimateur proposé.

[
Γ̂T (α)

]
(τ1,τ2)

=
2N∑

n=−2N

w(n + τ1 − τ2)R̂
(0)
T (n + τ1 − τ2)w(n)R̂(0)

T (n)e2iπnα

– R̂
(0)
T (τ) l’estimateur « naturel » de la cyclo-corrélation d’ordre 0 et de retard τ

– (w(n))
n=−2N,2N

: fenêtre de Blackmann garantissant la positivité de Γ̂T (α).
� Γ̂T (α) non-consistant lorsque α < α0r.
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Inversion de Γ̂T (α)

Faible niveau de bruit −→ Γ(α) est très mal conditionnée.

Γ(α) Toeplitz associée à la densité spectrale S(0)(e2iπf )S(0)(e2iπ(f−α))

−→ nulle hors de l’intervalle [α− (1 + r)α0
2 , (1 + r)α0

2 ].

Rang numérique de Γ(α) ' (taille de la matrice) ∗ (% de bande occupée).

=⇒ Utilisation de ∆(v) la pseudo-inverse de Γ(α) à v valeurs propres.

Soient Ŝ(α)
(T,v) =

(
∆(v)(α)

) 1
2 R̂(α)

T et S(α0)
(v) =

(
∆(v)(α)

) 1
2 R(α0).

Pour α 6= α0,
√

T Ŝ(α)
(T,v)

L−→ N
(
0,

[
Iv 0

0 0

])

=⇒ √
T

∥∥∥Ŝ(α)
(T,v)

∥∥∥
2 L−→ χ2(2v) et E

[∥∥∥Ŝ(α)
(T,v)

∥∥∥
2
]

= v
T
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Inversion de Γ̂T (α)

Choix de v résulte d’un compromis car si v ↓
– pour α 6= α0 la variance de ‖Ŝ(α)

(T,v)‖2 ↓
– E

[
‖Ŝ(α)

(T,v)‖2
]
↓

Exemple : canal de roll-off 0.2 et 30 dB de bruit.
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T (α) estimé de Ŝ(α)
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Performances statistiques

100000 expériences avec un bruit de 60dB.

Roff-off 0.2 0.5 0.7

Performance (en %) 99.808 99.674 100.00

Rappel des performances de l’estimateur non normalisé.

Roff-off 0.2 0.5 0.7

Performance (en %) 00.000 29.463 99.994

Remarque : pour r = 0.7, l’estimation biaisée de Γ(α) ne perturbe pas l’algorithme.
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Conclusions

– Nouvel estimateur basé sur les corrélations cycliques estimées convenablement
renormalisé.

– Estimateur de la matrice de normalisation.
– Excellentes performances (même pour r = 0.2 et T = 1000).
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